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INFLUENCE DES VARIATIONS DES PROPRIETES PHYSIQUES 
ET DE LA STRATIFICATION EN CONVECTION NATURELLE 

J.-M. PIAU 

Laboratoire de Mkanique Experimentale des Fluides, BLtiment 502, Centre Universitaire, 91405 Orsay, France 

(ReCu le 19 Juillet 1973) 

R&sum&-Cet article concerne la convection naturelle stationnaire le long d’une plaque plane verticale. 
En rkgime laminaire, on a ttudib l’influence des variations des proprikt& physiques avec la tempkrature 

et de la stratification du fluide. Les calculs concernent les liquides; les essais ont ttk effectuCs avec de I’eau. 
La transition au rkgime turbulent a &tk Ctudiie expirimentalement. On montre I’influence des variations 

de la viscositi: avec la tempkature, ainsi que celle de la stratification du tluide sur le nombre de 
Rayleigh critique. On cherche B interprkter cette influence B la fois pour les liquides et les gaz. 
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NOTATIONS Indices 

constantes; 

chaleur spkifique; 
fonction de similitude like aux vitesses; 
fonction de similitude like aux tempkratures; 
nombre de Grashof local; 
longueur de rkfkrence; 
passage laminaire-transition; 
ensemble des paramktres caractkisant les 
variations de propriktks physiques; 
restriction de M aux variations de viscositb; 
nombre de Nusselt local; 
nombre de Prandtl; 
nombre de Rayleigh; 
tempkrature; 
passage transition-turbulent; 
variable de similitude; 
variations rkduites de p et de 11; 
valeur de F pour Y grand; 
pesanteur; 
exposant caractkristique pour les gaz; 
exposant de la loi de tempkrature de paroi; 
temps; 

oou 1, rkfkrence, non prkiske; 

x, dans le Auide libre; 

P7 B la paroi; 

w 
Tp+T, 

i la temptrature de film ___ 
2 ’ 

Xl, local, g l’abscisse x1. 

CETTE Ctude, qui rksume certains chapitres d’une thkse 
[ 11, se rapporte au cas particulier bidimensionnel de la 
plaque plane verticale chauffante, B des nombres de 
Grashof suffisants pour que la thkorie de la couche 
limite s’applique. On sait [2,3] qu’on peut distinguer 

trois zones dans un tel Ccoulement. lorsqu’on s’kloigne 
du bord d’attaque de la plaque tout en restant dans 
son plan: la zone laminaire, une trts longue zone de 
transition, puis la zone de rCgime turbulent dkveloppk. 
Par la suite nous appellerons transition LT le passage 
de la zone laminaire A la zone de transition, et transition 
TT le passage de la zone de transition k la zone 
turbulente. Nos calculs et expkriences concernent le cas 
des liquides et plus particulikrement celui de l’eau. 
Nkanmoins, dans 1’Ctude de la transition nous en- 
visageons aussi le cas des gaz. 

~~IU2~~3, composantes de la vitesse; 
O.xlxZxj, repkre. 

Lettres grecques 

coefficient de dilatation; 
tempkrature rkduite; 
conductibilitk thermique; 
viscositt; 
masse volumique; 
fonction de courant. 

1. INTRODUCTION 

Pour interprtter avec prkcision des expkriences en 
rCgime laminaire il faut prendre en considkration ti la 
fois les variations de tempirrature de la paroi chauffante 
sur une verticale, les variations de tempkrature du 
fluide libre sur une verticale que nous appellerons 
stratification, et les variations des propriCtCs physiques 
du fluide avec la tempkrature. Le premier de ces 
probltmes a d&j& ktt? trait6 [l, 41 aussi bien pour les 
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liquides que pour les gaz. Dans la suite de cet article 
nous allons nous interesser aux deux autres qui jouent 
un r81e important dans l’apparition de la transition, 
comme nous le verrons. 

11 faut prendre en compte les parambtres qui tra- 
duisent les variations des propribtes physiques du fluide 

avec la temperature, lorsque T&cart de temperature 
entre la plaque et le fluide libre devient important. 
E. M. Sparrow [S] a Ctudit le cas des gaz et du mercure. 
La seule etude que nous connaissons pour les autres 
liquides est celle de A. Fortier [6] qui considere les 
variations de la viscosite p avec la temperature. I1 

montre en negligeant les termes d’inertie et pour de 
petites variations de p qu’on doit trouver un nombre 
de Nusselt B peu pres exact en utilisant les formules 
obtenues a proprietes physiques constantes et en 

prenant les proprietes physiques k la temperature de 
film. Cette etude peut s’appliquer aux huiles. Pour 
notre part nous considererons k la fois les variations 
de la viscosite et du coefficient de dilatation et nous 
conserverons les termes d’inertie. 

La convection naturelle le long d’une plaque verticale 
est &dike, en general, en supposant la plaque plongee 
dans un reservoir infini de liquide, dont la temperature 
reste constante loin de la plaque sur une horizontale, 
aussi bien que sur une verticale. Mais nous verrons 
que les variations de la temperature sur une verticale, 
loin de la plaque, peuvent modifier nettement l’ecoule- 
ment. R. Cheesewright [‘7] a montre qu’ii existe des 
solutions affines dam le cas de la plaque isotherme 

dans une ambiance a 7’&1), oh la fonction T, est une 
fonction puissance ou une fonction exponentielle de 

x1, ou lorsque T&i)- ?&(x1) est une constante. I1 
donne des resultats numeriques dans le cas de lair 
pour la plaque isotherme dans une ambiance a T,(xi) 
fonction puissance de x1. II trouve alors que les 
variations de la temperature selon x2 peuvent passer 
par un minimum. On ne connait pas de rCsultats 
exp~rimentaux sur ce sujet. Apres avoir repris l’etude 
theorique du probleme. nous allons en donner, ce qui 
demontrera en particulier la rtalite de I’existence du 
minimum de temperature. 

Pour les grands nombres de Rayleigh, l’ecoulement 
n’est plus laminaire, le nombre de Nusselt n’est plus 
don& par les formules de la couche limite laminaire, 
et l’un des problemes qui se pose est la delimitation 
exacte des diverses zones d’ecoulement. Leurs limites 
varient autour dune valeur moyenne et paraissent 
difficiles li determiner par visualisation. II semble plus 
sik d’utiliser le graphique du nombre de Nusselt moyen 
fonction des nombres de Rayleigh ou de Grashof. On 
peut trouver ce graphique avec quelques details dans 
les articles de T. Fujii [8] pour i’eau et l’huile a T, ou 
B flux constant, de Vliet [3] pour l’eau a Aux constant, 
et dans le rapport de Hugot [S]. A l’aide de ces resultats 

&AU 

puis de ceux de nos propres expkiences nous avons 
cherche & delimiter la transition. Enfin nous essayons 
de donner une interpretation aux variations de ses 

limites a partir de nos calculs en regime laminaire: 
l’ecoulement serait stabilise par les phenomenes qui 
l’accelerent au voisinage de la paroi. 

II. LES PROPRIETES PHYSIQUES DES LIQLJlDl?S 

Le mouvement du fluide, en convection naturelle, 
depend beaucoup de ses proprietes physiques et de leurs 
variations avec la temperature. 

La masse volumique p varie avec la temperature, 
et on introduit un coefficient de dilatation fi & la 

temperature T: 

p= 2% 

qui, en general, depend assez peu de la temperature 
pour qu’on puke ecrire: 

pr = pro(l -W-To)). 

Mais dans ie cas particulier de l’eau @ varie beaucoup 
avec la temperature et dans cette derniere formule fi 
est un coefficient qui depend de T et To. 

A l’aide des valeurs de p don&es pour l’eau dans 
les tables [to] on a calcule: 

p(T,, T) = PT-PTo 
PTAT- To) 

pour 

To = 20°C et fl(To) =3\~ B(T, TO). 
0 

D’apres les resultats port&s Figs. I et 2, on voit que 
j(To, T) varie B peu pres lineairement avec T et clue 

@(To) croit de 88 pour cent entre 20 et 60°C. 

FIG. 1. Valeurs calculees pour I‘eau d’apres [lo], 
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2. Coefficient de dialatation de I’eau. + valeurs calcu- 
I&es d’aprks [lo]; 0 valeurs moyennes [6]. 

2. ViscositP 
La viscositk p de I’eau [lo] dkroit rapidement avec 

la tempkrature: 74 pour cent entre 20 et 60°C. Ses 
variations peuvent Stre reprQentCes B l’aide d’une loi 
de type hyperbolique. 

PTo 
pT = 1 +s(7--To) 

Cependant pour des &carts de tempkrature limit& B 
2O’C on a une assez bonne approximation de p(T) 
avec une loi linitaire: 

PT = /k”(I -P(T-- To)). 

On peut faire les m?mes observations pour beaucoup 
de liquides usuels. 

3. Autrrs proprit%s 
La chaleur spkcifique C, varie en gknkral assez peu 

avec la temptrature [lo]. Ainsi pour I’eau elle varie de 
0,6 pour cent entre 20 et 60°C. 

Les variations de la conductibilitk thermique 3. des 
liquides avec la tempkrature est relativement modCrCe. 
Pour I’eau [ll] la conductibilitk thermique varie de 
8 pour cent entre 20 et 6O’C. 

111. LES EQUATIONS DU MOUVEMENT 

Le mouvement du fluide est rapport6 au repkre 
orthonormk 0x1xZx3 tel que Oxl soit vertical dans le 
plan de la plaque plane, Ox2 perpendiculaire a celle-ci 
dirigC vers le fluide libre. Ox3 Ctant le long du bord 
d’attaque de la plaque supposte infiniment mince. 

La temperature absolue du fluide est T. Elle prend 
les valeurs T,(.ul) le long de la paroi chauffante et 
T,(xl) au loin de cette paroi. Les composantes de la 
vitesse du fluide par rapport aux axes 0x1x1x3 sont 
respectivement ul, u2, uj, sa pression est p, sa masse 
volumique p, sa chaleur spkcifique C, et sa conducti- 
bilitk thermique i. 

Les Cquations gknkrales du mouvement et les con- 
ditions aux limites s’tcrivent alors: 

z+!?-(pUj) = O 
2X, 

x2 = 0 Lli = 0 T = Tp(Xl) 

x2+cc Llj-‘O T+T,(x1) 

oti t est le temps, Tij la composante courante du 
tenseur des contraintes de viscositk, @ la fonction de 
dissipation, p la pression, g I’accirlkration de la 

pesanteur. 
L’action de la pesanteur sur le fluide de masse 

volumique variable p, qui crke le mouvement s’exprime 
par le terme pg(Cxl/?xi). En g&n&al on nkglige les 

termes de dissipation visqueuse @ et Dp/Dt de 
l’kquation de l’knergie. Le problkme de la plaque plane 
verticale chauffante que nous itudions est un problkme 

bidimensionnel. On sait alors que dans I’approximation 
de la couche limite p ne varie qu’avec xl, et I’on en 
dkduit la relation: 

_I 

qgf+$ p,j(T-T,)g% 
,I L ?Xi 

On introduit un certain nombre de paramktres sans 
dimension, en mettant les kquations sous forme adi- 
mensionnelle. Pour les fluides newtoniens de viscositk 
,B la solution depend: 

-du nombre de Prandtl P = 5 

--du nombre de Grashof local 

-d’un certain nombre de paramktres reprksentant 
les variations des propriktks physiques avec la 

tempkrature, les variationsde Tp et T, avec x1. 

On suppose le nombre de Grashof suffisant pour 
faire les approximations usuelles de la couche limite 
bidimensionnelle, qui permettent de rkduire le nombre 
des Cquations et le nombre des termes dans chacune 
des kquations restantes. On introduit alors une fonction 
de courant $ telle que 

a* r:$ 
u1=7 u2= -, 

(X2 [Xl 

de sorte que I’Cquation de continuitk soit toujours 
satisfaite. 
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Ensuite pour se ramener g la r&solution d’un systkme 
d’bquations diffkrentielles, on cherche des solutions 
affines. Pour cela on a utilisk la mkthode des groupes 
de transformation telle qu’elle est rappel&e par Poulain 
[ 121 ou Ames [ 131. On n’a utilistt qu’un seul des 
deux groupes de transformations qu’on a l’habitude 
d’introduire: celui qui correspond B des conditions aux 
limites en x’, parce qu’il convient pour les experiences. 
Nous passons complktement sous silence les solutions 
qu’on obtient aussi aisiment avec ie groupe en exp(xx), 
bien qu’au d&part now ayons aussi fait des calculs 

dans ce cas [l]. 
Les Cquations diffkrentielles ont btk ensuite rksolues 

sur calculateur. Au d&but de cette Ctude nous disposions 
d’un calculateur analogique Analac (CSF) donnant 
dans le meilleur cas une prkision de 5 pour mille. 
Ensuite nous avons pu utiliser un ordinateur. 

IV. INFLUENCE DES VARIATIONS DES PROPRIETES 
PHYSIQUES EN CONVECTION NATURELLE 

LAMINAIRE, LE LONG D’UNE PLAQUE ISOTHERME, 
DANS UN LIQUIDE 

Nom avons vu que parmi les proprittQ physiques 

des liquides, ce sont la viscositk p et le coefficient de 
dilatation /I qui varient le plus avec la tempkrature. 

Nous les Ccrirons sous la forme: 

,I@) = ~~(~)~(~) et /3(T, %I = ~~(~,, Z la(T) 

oh TM est la demi somme de la temperature du fluide 
libre T, et de la tempkrature de la paroi Tp supposkes 

constantes. 

1. Solrrtiorrs semhluhies 
On montre qu’il existe des solutions semblables pour 

le prohl$me de couche limite bidimensionnelle. B con- 
dition que T, et Tp soient bien indkpendantes de x1. 

Les longueurs &ant rapport&es ti L et les vitesses B 
$$,,,L(T~- T,), on introduit une fonction de courant 

$I adimensionnelle, et on pose: 

et 

oti T est la temperature courante, G,,, est le nombre 
de Grashof local B i’abscisse x1. L’indice tn rappelle 
que les propri&Cs sont calcukes B la tempkature T,. 
On devra rksoudre 

u(G)G + (b(G)F”)’ = $ (*F” -FF”), 
m 

G”+ FG’ = 0, 

Y=O, F=F’=O, G=l 

Y-+uri, F-0, G--+0. 

Pour la suite nous supposerons a et b linkaires en G 

u = l+A(G-0,5), h = 1 -B(G-0,5), 

ce qui est encore une bonne approximation pour des 
&arts de temperature TP- T, de I’ordre de 20°C dans 
le cas de t’eau. La solution du systtme d’bquations est 
alors de la forme G(Y,P,,,,A,B), F(I’,P,,,,A,B). Le 
nombre de Nusselt local 

Nu,, = G’(0)($P,,,G,,,)“4 

est de la forme 

2. R&solution des kquations duns le cas de l’eau 
Nous avons rCsolu les Cquations B I’aide du calcula- 

teur analogique, pour les valeurs de P,,A,B port&es 
au Tableau 1, qui correspondent aux trois tempkra- 
tures T, = 20, 30, 50°C et B des Ccarts T,- T, de 
0, 10, 20°C. Le calcul des paramktres A et B a Ctk 
r6alisi! pour que I’approximation linkaire de u et b qui 

Tableau 1 

P(Tm) Tp-Tu A B G’(O) F”(0) 

__________~_____ 

0 0 --0,490 0,96 
0,2935 0,2215 --0,498 1,lO 
0,708 1 0,4066 -0,508 1.27 

0 0 -0,485 0,95 
0,1500 0,1953 -.- 0,492 1,05 
0.3398 0,3614 -- 0.499 1,17 

0 0 -0,474 0,93 
0,0734 0,1565 -0,479 0,99 
0.1583 0,2934 --0,484 1.07 



Influence des variations des proprittks physiques 

est exacte pour T = T,, le soit aussi a la paroi 
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sont rapport&es a ,/g@(TO - Tl) oti Tl et To sont deux 
temperatures de reference. 

Supposons les variations de T,(xl) et T,(xl) telles 

que les expressions correspondantes de 

A = dTn) - P(T,) 
~0”) - PKJ 

-1, 

Nous avons obtenu les valeurs des conditions a la 
paroi qui sont port&es au Tableau 1 ci-dessous. Les 
courbes G(Y) tracees par la machine sont pratiquement 
superposees lorsque A et B varient pour un mtme P,. 
Les courbes F’(Y) sont legerement modifiees: le maxi- 

mum de F’ est pratiquement constant et il correspond 
a des Y un peu plus faibles lorsque A et B augmentent. 

La precision des calculs sur la machine utilisee est 
meilleure que 1 pour cent. Ainsi nous avons besoin de 
la troisieme decimale de G’(0) port&e au Tableau 1, 

mais elle n’est pas rigoureusement exacte. Pour P = 7, 
A = B = 0, les conditions initiales exactes sont G’(0) = 

-0,492 et F”(O) = 0,965. 

3. Rholution pour l’application b d’autres liquides 
Les proprietes physiques des liquides autres que 

I’eau, pourront en general &tre caracterisees par P,, 
A = 0, B. Si on resoud le systtme d’equations diffe- 
rentielles pour P,,, = 5,45, A = 0, B = 0,3614, on obtient 
G’(0) = - 0,499, F”(0) = 1,ll. En comparant aux valeurs 
du Tableau 1, on voit que A a peu d’influence sur 
G’(0); on pourra done utiliser les valeurs port&es dans 
ce tableau pour calculer Nu,, , meme si le liquide nest 
pas de I’eau. 

11 est possible de realiser des solutions aqueuses a 
faible concentration en solute qui aient cependant une 
trb grande viscosite. De telles solutions seront carac- 
t&is&es par P, tres grand, A, B. Ainsi il est interessant 
de rtsoudre le systeme d’equations differentielles pour 
P, infini. On obtient les valeurs de G’(0) et F”(0) 
port&es au Tableau 2. On voit que G’(0) depend tou- 

jours peu de A, alors qu’il decroit lorsque B croft, de 
la mtme facon que dans le cas des nombres de Prandtl 

plus faibles. Selon [6], la decroissance de G’(O) en 
fonction de B doit Ctre tres lente pour les faibles valeurs 

de B. 
Tableau 2 

A B G’(O) F"(0) 

0 0 - 0,540 1,08 
0 0.3614 - 0,558 1,29 

OJ500 0,1953 - 0,549 1,20 
0,3398 0 -0,539 1,13 
0.3398 0.3614 -0,557 1,34 

V. CONVECTION NATURELLE LAMINAIRE. 
INFLUENCE D’UNE AMBIANCE NON ISOTHERME 

1. Solutions semblahles 
L’abscisse adimensionnelle x1 rapport&e a L est 

definie a une constante additive pres, x2 est l’ordonnee 
correspondante. Les vitesses adimensionnelles u1 et u2 

s’ecrivent : 

T-T1 
n=----- 

To - Tr 

0,(x1, x2 = co) = ax: et 0,(x1, xz = 0) = (1 +a)xy, 

oh a et q sont des constantes. Posons alors : 

a-e, 
f)-----_= T-T&d 

@p--O* WI) - T&d 

On est conduit a introduire la fonction de courant 
adimensionnelle $ et a definir les variables de similitude 

par 

Y = (‘“+‘yGLxl)‘;‘?$ t) = G(y), 

oi GLxl est le nombre de Grashof local a I’abscisse x1 
construit avec Lx1 et l’ecart local T,(xl) - T,(xJ de 
temperature entre la paroi et I’infini. Les fonctions 
F et G sont solutions du systeme d’equations diffe- 
rentielles 

1 
G+F”‘= ~ 24$.2_-_FF” 

P 9+3 

G” = -FG’+~F’(a+G), 
9+3 

Y=O, F=F’=O, G=l, 

Y-tco, F’+O, G-+0 

et le nombre de Nusselt local est don& par 

Nu,, = _ c;~(o)(‘~+ 3~GLrl)“4~ 

Le parametre a represente l’amplitude relative des 
variations de la temperature a I’infini T,. Dans ce qui 
suit il sera positif, ainsi que q, On a: 

7Xx,) - T&r) 

‘=(T,-T,),,-(T,-T,),;’ 

L’abscisse adimensionnelle rtelle x1 etant comptee a 
partir du bord d’attaque, on pourra etre conduit a 
utihser x; = x0+x1 dans les applications pour res- 
pecter la forme de 0, et de 0,. 

2. Etude de la solution du systPme pour /es grandes 
valeurs de Y 

Supposons que G et F’ restent tres petits pour des 
valeurs suffisamment &levees de Y; on peut alors 
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Tableau 3. R&solution pour q = 0,2 

P a F"(0) 

w 0,924 
7.... 0,2 0.884 

l,O 0.78 I 

I 

0.0 1 .oo 

loo.... 0,l 0,943 
0,2 0,913 
LO 0,800 

‘X.... 0,O I.036 
0,2 0.915 

___ 

G’(O) 

- 0,546 0,563 
- 0.565 0,512 
- 0,624 0.41, 

- 0.58 I 0,714 
-0.581 0,605 
- 0,586 0.558 
- 0.637 0.417 

- 0,595 0.825 
-0,588 0,563 

lineariser le systeme et obtenir: negatives et des racines complexes dont la valeur ap- 
prochee est 0,s e’13( 1 f iJ3). Ainsi la periode des oscil- 

lations lorsque q = a = 0,2 est d’environ 29, ,fx ttant 
de I’ordre de 3,l. 

oti la constante fl, represente la valeur de F lorsque Y 

est grand. 
On peut chercher la solution de cette equation en 
Ccrivant F’ sous la forme d’une somme de fonctions 
exponentielles exp(crY). I1 suffit alors d’etudier les 
racines de l’equation Z(U) = 0, Z Ctani le polyome 
obtenu en remplacant F(“) par wSml dans le premier 
membre de l’equation ci-dessus. 

On peut montrer, de facon analogue, que la solution 

calculee est tres sensible a une faible erreur sur les 
conditions initiales. Cette derniere donne lieu a I’infini 
des Y a une erreur dont I’amplitude croit exponen- 
tiellement, et qui oscille avec la mCme periode que la 

solution exacte. 

3. Rdsolution numerlque 

Si (4qa)/(q+3) est positif, comme c’est le cas dans Le systeme a CtC resolu sur ordinateur par iterations 

les calculs que nous avons faits, Z(r) = 0 a toujours successives, ou par la methode de Runge-Kutta. On 

deux racines complexes .?t partie reelle positive. mais l’a aussi resolu avec une moindre precision sur calcula- 

n’a pas de racine reelle positive. Ainsi la solution du teur analogique Analac pour P = 7. Tous les resultats 

systeme linearise est oscillatoire et non amortie quel sont coherents. Ceux obtenus pour q = 0,2 ont ete 

que soit P, tant que qa differe de zero. rassembksdans IeTableau 3, et on a report6 Figs. 3 et 4 

Lorsque P tend vers I’infini et que c = 4qa/((q + 3)fJ des courbes tracees au calculateur analogique. 

reste petit devant 1, I’tquation a deux racines reelles Lorsque a est different de zero, la temperature reduite 

Y,,X GIni” Y ml” 

1,55 0.0 
1,44 -0,011 
l>2S -0.030 

2,08 0,O 
1.70 - 0,014 
1.59 - 0,022 
1.30 - 0.045 

1760 - 0,O 0.023 

4:2 
319” 

4:6 
4:15 
3.64 

% 
4.14 

FIG. 3. Track au calculateur analogique des tempt-rature et vitesse rkduites pour P = 7 et 4 = 0.2 
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FIG. 4. Track au calculateur analogique des tempkature et vitesse r&dukes pour P = 7; q = 0,55 et a = 1. Aux grandes 
valeurs de Y les tracks successifs pour les mimes valeurs initiales donnent des rtsultats variables. 

G s’annuIe et. devient nkgative, avant de passer par un 
minimum Gmin pour Y = Y,,, , puis de croitre B nouveau 
en tendant vers z&o. La fonction F’ qui reprksente la 
vitesse r&kite passe par un maximum Fb, pour 
Y = Y,,,, pms elle dkroit vers dro. Pour Ies trts 
grandes valeurs de I’ to&es ks fonctions cakukes 
oscillent autour de z&o, avec une amplitude croissante. 
Lorsque 4 = a = 0,2 et P = 100 I’amplitude est presque 
nulle pour Y = 30, la ptriode des oscillations est de 
I’ordrede 30, done en accord avec I’ktude asymptotique 
& P infini. 

4. Rthltats expdrimentaux dans Penu 

On donne Fig. 5 les rksultats obtenus dans un essai 
oti on a cr& volontairement un gradient vertical de 
tempkrature en rkgiant le rkfrigkrant de sorte qu’il soit 
insu~samment efkace. 

On a des &arts de tempkrature entre la paroi et 
Ymin de I,87 et 2,lS”C aux abscisses Lx1 = 0,166 et 
0,266m respectivement. On peut estimer 4 = 0,56; 
a = 1,1 et x 0 2 0,25. Si on accepte cette correction 
d’abscisse trits ClevCe, on trouve des nombres de 
Grashof locaux de 2,60 et 7,03.10’, le nombre de 

FIG. 5. + Lx1 = 0,266. 0 Lx1 = 0,166; - Courbe thkorique 4 = 0,55, u = 1, P = 7; --- Courbe thkorique 4 = 0.55, 
n = 0, P = 5,4 avec abscisses divistes par 1.17. 
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Prandtl Ctant de 5.4. De plus, on observe un bon accord 
des profils de temperature experimentaux avec la 
courbe theorique track sur la figure pour P = 7, a = 1. 
q = 055 et qui est sensiblement correcte car les &arts 
sur a et P se compensent. 

Pour calculer x0 a partir de la temperature en 3 
points (xi = 0,2; 0,4; 0,6) il est commode de commencer 
par tabuler la fonction: 

x0+0,6 
log ~ 

Wo) = 
x0+0,2 

x0+0,6 ’ 
log ~ 

x0+0,4 

On peut essayer d’interprtter les mesures en ignorant 
les variations de T,(x), et la correction d’abscisse Lxo. 
Pour cela on a Porte sur la Fig. la courbe theorique 

4 = 0,55; a = 0; P = 5,4, en divisant ses abscisses par 
1,17, ce qui correspond a Lx1 = O,166m, le plus 

favorable des deux profils qui ne sont plus superposes, 
de facon a ne pas avoir a reporter les points expbri- 
mentaux. On voit qu’il subsiste un d&accord sur la 
pente a l’origine de l’ordre de 4 pour cent. Ce dir- 

saccord peut Ztre estompe si on fait abstraction des 
points aux grandes valeurs de Y et que I’on prend 
pour T, la valeur de T a Ymi,. 

On voit done que le plus souvent on pourra ignorer 
les variations de T, dans les experiences, a condition 
de prendre pour T, la valeur de T a Y,,,. 

A I’issue de ce travail nous avons eu connaissance 
d’un article de R. Eichorn [14] qui resoud par un 
dtveloppement en serie de fonctions le cas particuher 
4 = 1, CI = - 1 (T, constante, iT,j?.xl constant). 11 
donne des resultats numeriques pour divers nombres 
de Prandtl, qui montrent aussi que la temperature re- 
duite G peut devenir negative. 

VI. LA ZONE DE TRANSITION EN 

1. Le.5 paramdtws du prohlbw 

CONVECTION NATURELLE 

On est a la limite infirieure (LT) ou a la limite 
superieure (TT) suivant x1 de la zone de transition 
lorsqu’il existe une certaine relation entre les divers 
parametres adimensionnels de l’ecoulement. 

Nous considtrons ici que peuvent intervenir: 

-le nombre de Crashof local G,, 
--le nombre de Prandtl P 

la repartition des temperatures de surface selon 
xi, soit q si elles sont en x:, en laminaire 

--la repartition des temperatures du fluide libre, sur 
une verticale, soit a comme au chapitre V 

---la variation des proprietes physiques due i I’im- 
portance des &arts de temperature Tp- T, reprt- 
sentee par plusieurs parametres M. 

Nous krirons la relation cherchee sous la forme: 

Ra(x,), = (PC,,), = ,fU’xa, q. a, M) 

I’indice cu indiquant que les proprietes sont calculees 
a la temperature du fluide libre. C’est l’experience aux 
nombres de Prandtl d’ordre superieur a 1 qui suggbre 
de considerer le nombre de Rayleigh Ra(xl) local, parce 

que le plus souvent les nombres de Prandtl et de 
Grashof se manifestent par leur produit. 

11 est nkessaire de prkiser la forme de l’ensemble 

des parametres M. Ainsi pour les gaz les variations 
de proprietes physiques se manifestent par I’inter- 
mediaire de p( T)/p( T,) dans I’tquation des quantites 
de mouvement, de i(T)/lJT,) dans I’equation de l’ener- 
gie et par I’intermediaire de p( T,)/p( T) dans toutes les 

equations. En general on prend : 

3.(T) AT) T m p(T,) T p= __=_ - 
0 4Tz) AT,) Tm p(T) Tm 

soit lorsque les &carts de temperature restent moderes: 

WI /4T) T,--T, 
N l+m---- 

a P(TJ Tp- T, 
---~2+----- 0 

i.(T,) p(T,) TK P(T) T, 

ou 0 est la temperature reduite T - TJT, - T, C’est- 
a-dire que M represente les parametres M et Tp - T, /TX, 
ainsi que les formes reduites des lois de variation des 
proprietes physiques. 

Pour les liquides on fait intervenir p(T)/,u(T,). Avec 
I’eau il faut considerer egalement b(T. T,,)/p( T, ) com- 
me on I’a vu chapitre II. Lorsque Tp- T, reste mod&i: 
on peut supposer que ces parametres s’expriment 
lineairement en fonction de la temperature rtduite 0. 

Ainsi M reprtsente les parametres: 

et les formes reduites des lois de variation des pro- 

L’interit de ces linearisations est que la forme 
litterale de la divergence du tenseur des contraintes 

prietes physiques. 

est la mime pour un gaz et un liquide, a proprietes 
physiques variables. Par consequent, lorsque les &arts 
de temperature restent faibles. l’influence des variations 
de viscosite avec la temperature peut etre represent&e 
par le mCme parametre MO, qui se calcule a l’aide de: 

pour les gaz (m = 0,768 pour I’air) 

pour les liquides. 



Influence des variations des propriktts physiques 473 

Par con&c. ~influence des variations de p pour les 
gaz, de fl pour les Iiquides n’ont rien B voir I’une avec 
l’autre, et si on veut en tenir compte il faut a priori 
trniter skparkment le cas des gaz et celui des liquides, 
qui rkpondent k des kquations diffkrentes de leur point 
de we, mgme pour les faibles &arts de tempkrature. 

Des calculs [16] num~riques sur l’influence des 
variations de viscositt avec la tempkrature en convec- 
tion for&e, montrent qu’on a une stabilisation dans 
les liquides et une dkstabilisation dans l’air. 11 sera 
intkressant de comparer ceci aux expkriences de con- 
vection naturelle. 

Parmi les paramktres adimensionnels il faudrait 
encore introduire les sources extkrieures de perturba- 
tion, la forme du bord d’attaque, V&at de surface de 
la plaque chauffante, et peut-btre un paramktre habi- 
tuellement ntgligk en convection naturelle [15] 

B = dLx1) 
C,(T,- EJ’ 

11s ont la particularit& d’&tre sans influence Cvidente, 
ou d’ktre difficiles A chiffrer dam les expkriences 
courantes. 

(a) Essais sur l’air [I!?]. Nous avons utikk le graphique 
de la Fig. 6 page 14 de ce rapport. Sur I’ensemble des 
rksultats on voit que les nombres de Rayleigh critiques 
dkcroissent quand T’- T, croit. I1 est assez dklicat 
d’estimer oti se situe exactement la transition au vu du 
graphique. Nous avons quand m$me essay6 d’utiliser 
deux des essais pour avoir LT et TT. On a lu et 
calculk les rksultats port& Tableau 4. 

(b) Essai sur l’eau le long d’une plaque verticale bjhx 
constant [3]. Nous avons utilist les relev6s de Tp- T, 
de la page 521 qui nous ont permis de calculer les 
paramktres adimensionnels pour TT et LT a la fois, 
que nous avons port& au Tableau 5. 

L’auteur ne donne pas les relevks de T,(xl) mais on 
peut penser que a est faible au moins pour les &carts 
Tp- T, les plus petits. L’allure gCnCrale des courbes 
donnant le nombre de Nusselt en fonction d’un nombre 
de Rayleigh modifik (Fig. 7(a), page 522) indique que 
la transition se produit B des valeurs plus tlevkes du 
nombre de Rayleigh habituei, calcule B la temperature 
de film, quand Tp- T, augmente, soit une bvolution 
inverse de celle observke pour les gaz. 

Tableau 4 

(T,- T,)“C MO Rd.-cl) B x105 P 4 a m 

63s 0,163 LT3J.109 12 0,7 0.2 -0 0,768 
TT8,7.109 

88s 0,227 LT2,2.109 7 0,7 0,2 -YO 0,768 
TT5.9.109 

Tableau 5 

Essai LT 
TT (Tp-G)x,"C .Ml R&x,), x 1O-9 T, ‘I B x 10’ 

LT 7,66 -OS5 39 20 
v, .- ~~_.__.____..~~__ _. 23.9 0.2 ~_.~. 

TT 4,91 -0.10 44,5 37 
-......_-_____~.......___~ ~_____ 

LT 24,07 -0.38 33,2 4 
v z -_-. 23.9 0.2 

TT 14,81 -0,27 58.9 9s 

LT 36,20 -0,45 35,9 2J 
V5 -.~__-.........._ 33.3 0,2 _-- 

TT 21,89 -0,32 110 6 
-___.-.-. -~- -.--.I 

L‘T 52,19 -0,58 28.8 1.4 
v9 . . 25,6 0,2 -____ 

TT 31,90 -0,45 86,9 3.8 

i‘i 

VT -- __I_.~ _I-_ 20,5 0,2 ______ 
TT 52,27 -0,61 60,2 I,9 

_..-.._ - __~ - 
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Tableau 6 
-____ . . 

Essai r, ‘C (l,-r,,‘c MO Ruix,), x to--” 11 

eau Fig. S(a) LT 26 27 ~ 0.30 6.3 0 
TT 26 27 - 0.4 36.7 

~ .~..___ 

eau Fig. 5(b) LT 36 33 - 0.42 13.0 0.2 
TT 36 23 -0.33 49.6 

- eau Fig. 8(b) A LT 35 34 -0.43 ‘3.5 0.2 
_._~~ _~ .._.. ~~ __._.~__ .~~~__. -_ ..~~~ 

eau Fig. 8(a) 0 LT 16 10 -0.21 9.4 0 
TT 16 10 -0.21 27.4 

D LT 44 71 -0.35 20 0 
TT 44 71 45 

___- __-... ~. ~~._ ..-._ .__~ ..___._ .._.__. 
Spindle oil 0 LT 23 34 - 0,53 39 0 

Fig. 9(a) 
(P, = 170) 

11 - 0.9 36.3 0 

71 ~ 0.9 74 

Mobiltherm 0 LT 45 
Fig. 10(a) 

(P, = 500) TT 45 
__~_ ~____ ~_~_ ..-_ - 

On peut Cgalement remarquer que pour les faibles 
Tp- r, les valeurs de Ra pour LT et pour TT devien- 
nent voisines. 

Un essai (V,) avec un fil horizontal de 9,5 mm de 
diamktre pIa& contre la plaque montre la grande 
influence que cette perturbation peut avoir: la transi- 
tion LT et TT commence beaucoup plus tcit. D’autres 
essais avec de l’eau froide ou de l’eau chaude (Figs. 7(b) 
et 7(c), page 523) ont et& faits pour prkiser l’influence 

du nombre de Prandtl: avec I’eau froide la transition 
aurait lieu nettement plus titt. au contraire avec l’eau 
chaude elk aurait lieu & peu prks comme B temperature 
ambiante. A notre avis ceci n’a rien B voir avec une 
influence de P sur Ra(sl),, mais est peut-itre 1% 2 
l’infuence des variations de fl avec la tempkature, si 
tous les autres parametres de I’expkrience ont bien &tC 
m&risks par I’auteur. 

Celui-ci affirme page 524 que la strati~cation du 

fluidc est stabilisante, ce qui peut Stre consid% comme 
en opposition avcc d’autres Ctudes comme nous le 
verrons plus loin. 

(c) Essais le Iong rl’wz c~linfke oerticul [8]. Ccs essais 
ont &it faits avec un cylindre chauffant de 82mm de 
diamktre et de 1 m de haut et la courbure du cylindre 
a peut-itre une influence sur la transition. On peut 
remarquer aussi que I’enceinte qui contient le liquide 
n’a que 385 mm de diamktre et de plus qu’il y a un 
circuit d’eau de refroidissement autour et sur toute la 
hauteur de cette enceinte, ce qui n’est pas favorable 
pour empkher la stratification du fluide, surtout pour 
les huiles. Ntanmoins on dispose dans cet article de 

relevks dans l’eau et dans I’huile. B flux ou B tempkra- 
ture constante qui prksentent de l’int&k Certains ont 
Ctt: utilisks dans le Tableau 6. On n’a pas pu chiffrer u, 
bien qu’il intervienne r&ellement. 

L’auteur indique Cgalement que Ru(sl), doit dC- 
pendre fortement de la stratification. 11 donne des 
rksultats et une formule dimensionnelle p. 782. On 
peut en retirer que Ra(sl), varie aiskment d’un facteur 
10 selon le gradient de tempkraturc rkalisk dans le 

fluide libre. 
(d) ~~~u~~~fr~s ~~~~lu~~~,s. On a port6 sur la Fig. 6 

tous les r&.ultats ainsi obtenus pour la transition LT. 
I1 semble que Mn soit un paramktre, et que certains 
des rtsultats soient plus ou moins exacts. En particulier, 
il faudrait chiffrer le paramktre L(. Chez Vliet oh a est 
plus faible, les Ra x, sent plus grands que chez Fujii. 

t’influence de y et de P n’cst pas kvidente. 
Les rkultats relatifs k la transition TT son& analo- 

gues. Iis ont kti: report&s Fig. 7. 

Nous avons effect& un certain nombre d’essais 
avec une plaque chauKante en cuivre de I cm d’tpais- 
sew, de 0.6m de large et 1 m de haut dans t’eau [I]. 
Les di%rentes zones d’t-coulement ont kt6 dklimitires 
d’aprirs la forme du profil de tempk-ature T,,(x~). 

On a port6 Figs. 7 et 8 les variations de Ra(xl), 

ainsi obtenues en fonction de &, et de u. 
Les r&hats sur I’air ont &k conservk parce qu’ils 

semblent en coi.respond~lncc avec ccux sur les liquides. 
On voit que la variation dcs proprittCs physiques 
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FIG. 6. Transition LT: + air [9]; v eau 4 = 0,2 [3]; 
0 eau et huile 4 = 0 [8]; W eau 4 = 0,2 [S]. 

-/ 0 
I I llll// I I I lllll 

FIG. 7. Transition LT: 0 air [9]; + eau [l] avec a porti 
en indice auprks de chaque point. 

0 

-I 0 
I I I Illil I I IliiIl 1 

FIG. 8. Transition TT: + air [9]; 0 eau 4 = 0,2 [3]; 
q eau et huile 4 = 0 [8]; n eau 4 = 0,2 [8]; 0 eau [l] 

avec a port6 en indice aupris de chacun des deux points. 

est stabilisante. I1 semble bien que I’M,,. qui reprksente 
l’influence des variations de viscositt: soit le paramktre 

important de I’ensemble M, pour nos essais. On peut 
penser que pour des valeurs nettement plus Clevkes des 
&carts de temptrature, des paramktres suppltmentaires 
M autres que MO doivent intervenir, et que la dkrois- 

sance du nombre de Rayleigh avec MO doit s’attknuer. 
On voit kgalement que le gradient de tempt‘rature 

dans lefluide libre est au contraire dtstabilisant, comme 
on pouvait s’y attendre. 

Dans nos essais la surface plane chauffante n’est pas 
parfaitement lisse. il y a des petites aspkritks de chrome 
et des joints entre les plaques. I1 est bien difficile de 

dire quel est le rBle de ces imperfections. On peut 
penser qu’il est faible, et qu’elles nous ont permis en 
fait d’avoir une transition normale, non retardke. On 
sait en effet qu’en supprimant toutes les perturbations 
des Ccoulements, on peut retarder la transition. 

Lorsque les perturbations sont importantes. on peut 
Cgalement penser qu’il existe, comme dans les kcoule- 
ments for&, un nombre de Rayleigh critique infirieur. 
Mais si ce nombre existe, il n’a pas I’intkr6t pratique 
du nombre de Reynolds critique des Ccoulements 
forks. parce qu’il ne correspond sans doute pas aux 

conditions usuelles. 

VII. CONCLUSION 

Nous avons done ktabli I’influence des variations de 
propriCtCs physiques et celle de la stratification. Nous 
avons dkmontrt la &alit& de l’existence d’un minimum 
dans la rtpartition des tempkratures sur une hori- 
zontale, lorsqu’il y a stratification. D’aprks nos essais 
avec I’eau ces deux phknomknes semblent avoir une 
grande importance dans I’apparition de la transition. 

Toutefois il reste nkessaire que d’autres essais sur 
la transition soient effectuks avec des fluides allant 
des gaz aux liquides B grand nombre de Prandtl; et 
pour s&parer les paramktres, avec des fluides dont les 
propriktks physiques varient peu avec la tempkrature. 
Soulignons que la conception des installations expkri- 
mentales est dklicate, si on veut parfaitement contr6ler 
I’tcoulement. 

Enfin nous avons cherchk une interprktation de nos 
propres rksukats sur ki transition d’aprks nos cakuls 
en laminaire. Nous awns remarqui: qu’une plus grande 
stabilitk, c’est-A-dire kpparition de la transition pour 
un plus grand nombre de Rayleigh correspond tou- 
jours k un phknomkne accklkrateur de l’koulement au 
voisinage de la paroi: dans les gaz la variation des 
proprit%s physiques dCc&re l’koulement et semble 
dkstabilisante, dans les liquides elle acckltre l’kcoule- 
ment et semble stabilisante, la stratification dk&re 
I’kcoulement et est dbtabilisante. 
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INFLUENCE OF PHYSICAL PROPERTIES JARIATIONS AND OF STRATIFICATION 
ON NATURAL CONVECTION 

Abstract-This paper is about steady natural convection along a vertical flat plate. The influence of 
stratification and of physical properties variations with temperature have been studied for the laminar 
flow. The equations are solved for the case of liquids; experiments were carried out with water. 

Transition to turbulent convection has been studied experimentally. The influence of the variations 
of viscosity with temperature and that of stratification on the critical Rayleigh number are emphasized. 

A possible explanation of these influences is given both for liquids and gases, 

EINFLUSS DER b;NDERUNGEN DER PHYSIKALISCHEN STOFFWERTE 
UND DER AUSRICHTUNG BE1 NATURLICHER KONVEKTION 

Zusammenfassung-Dicser Artikel behandelt die natiirliche Konvektion entlang einer ebenen vertikalen 
Platte. Im Falle laminarer StrGmung wurde der EinfluR der Anderungen der physikalischen Eigenschaften 
mit der Temperatur und der EinfluB der Ausrichtung der StrGmung untersucht. Die Rechnungen wurden 
fiir Fliissigkeiten ausgefihrt; bei den Versuchen wurde Wasser verwendet. 

Der iibergang zu turbulenter StrGmung wurde experimentell untersucht. Es wird der EinfluB der 
Anderungen der Viskositlt mit der Temperatur gezeigt und ebenfalls der Einflul3 der Ausrichtung der 
Striimung auf die kritische Rayleigh-Zahl. Es wurde versucht, diesen EinfluB sowohl fiir Fliissigkeiten 

als such fiir Case zu deuten. 

B_JlMIIHME M3MEHEHMR QM3MYECKMX CBOiiCTB I4 CTPATM@MKAuMM 
HA ECTECTBEHHYIO KOHBEKLIMIO 

AHHoTauHR - B CTZiTbC paCCMaT,,MBaCTCR CCTeCTBeHHaR KOHBeKLlAII BnOJ,b BepTAKiW,bHOfi F,flOcKOii 

NlaCTMHbl. &yWHO BJIMIfHMC Ha KOHBeKUAH) H3MeH‘ZHHII (PH3WECKI1X CBO8CTB, CBR3BHHOTO C H3MC- 

HCHMCM TCMIICpaTy,,bl, H BJlMIlHMe CTpaTH~WKaWH IIpU JIaMAHapHOM ,YSKHMe. npOBW,CHHble ,,aC- 

Yhbl OTHOCIITCI( K HCCWlMaeMOii XKALLKOCTH. OIlblTbl IIpOH3BOLWIMCb C BOnOfi. 

nepeXOn K Typ6yneHTHOMy PWKMMy M3YWH 3KCtIepAMeHTaJIbHO. 06HapymeHO BJlMIlHWC “epe- 

MeHHOR BR~KOCTM, a TaKxe cTpaTH&iKaqMA ~CM~K~CTII Ha KpRTHrecKoe ‘1Hcn0 Penen. Aaercs HHTep- 
npeTauHn 3TOI-0 BJIMIlHMIl OAHOBpeMeHHO nnn ~binrt0cT~i M rasa. 


