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Résumé—Cet article concerne la convection naturelle stationnaire le long d’une plaque plane verticale.
En régime laminaire, on a étudié I'influence des variations des propriétés physiques avec la température
et de la stratification du fluide. Les calculs concernent les liquides; les essais ont été effectués avec de I'eau.
La transition au régime turbulent a été étudiée expérimentalement. On montre I'influence des variations
de la viscosité avec la température, ainsi que celle de la stratification du fluide sur le nombre de
Rayleigh critique. On cherche a interpréter cette influence 4 la fois pour les liquides et les gaz.

NOTATIONS
A, B, constantes;
C,, chaleur spécifique;
F, fonction de similitude liée aux vitesses;
G, fonction de similitude liée aux températures;
Gy,, nombre de Grashof local;
L, longueur de référence;
LT, passage laminaire—transition;
M, ensemble des paramétres caractérisant les

variations de propriétés physiques;

Mg, restriction de M aux variations de viscosité;
Nuy,, nombre de Nusselt local;

P, nombre de Prandtl;

Ra, nombre de Rayleigh;

T, température;

TT, passage transition—-turbulent;

Y, variable de similitude;

a,b, variations réduites de f et de y;

oo valeur de F pour Y grand;

d. pesanteur;

m, exposant caractéristique pour les gaz;

q, exposant de la loi de température de paroi;
t temps;

uyuauy, composantes de la vitesse;

Ox(x2x3, repére.

Lettres grecques

B, coefficient de dilatation;
0, température réduite;

A conductibilité thermique;
u, VISCOSIte;

0. masse volumique;

v, fonction de courant.
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Indices
Ooul, référence, non précisée;
oc, dans le fluide libre;
, a la paroi;
) T,+T.
m, a la température de film -2 5 =
X1, local, a I'abscisse x;.

L. INTRODUCTION

CETTE étude, qui résume certains chapitres d’'une thése
[1]. se rapporte au cas particulier bidimensionnel de la
plaque plane verticale chauffante, 2 des nombres de
Grashof suffisants pour que la théorie de la couche
limite s’applique. On sait [2, 3] qu’on peut distinguer
trois zones dans un tel écoulement, lorsqu’on s’éloigne
du bord d’attaque de la plaque tout en restant dans
son plan: la zone laminaire, une trés longue zone de
transition, puis la zone de régime turbulent développé.
Par la suite nous appellerons transition LT le passage
dela zone laminaire & la zone de transition, et transition
TT le passage de la zone de transition a la zone
turbulente. Nos calculs et expériences concernent le cas
des liquides et plus particuliérement celui de I’eau.
Néanmoins, dans I'étude de la transition nous en-
visageons aussi le cas des gaz.

Pour interpréter avec précision des expériences en
régime laminaire il faut prendre en considération a la
fois les variations de température de la paroi chauffante
sur une verticale, les variations de température du
fluide libre sur une verticale que nous appellerons
stratification, et les variations des propriétés physiques
du fluide avec la température. Le premier de ces
problémes a déja été traité [1,4] aussi bien pour les
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liquides que pour les gaz. Dans la suite de cet article
nous allons nous intéresser aux deux autres qui jouent
un role important dans apparition de la transition,
comme nous le verrons.

Il faut prendre en compte les paramétres qui tra-
duisent les variations des propriétés physiques du fluide
avec la température, lorsque I'écart de température
entre la plaque et le fluide libre devient important.
E. M. Sparrow [5] a étudié¢ le cas des gaz et du mercure.
La seule étude que nous connaissons pour les autres
liquides est celle de A. Fortier [6] qui considére les
variations de la viscosité p avec la température. Il
montre en négligeant les termes d'inertie et pour de
petites variations de y qu’on doit trouver un nombre
de Nusselt & peu prés exact en utilisant les formules
obtenues a propriétés physiques constantes et en
prenant les propriétés physiques a la température de
film. Cette étude peut s’appliquer aux huiles. Pour
notre part nous considérerons a la fois les variations
de la viscosité et du coefficient de dilatation et nous
conserverons les termes d’inertie.

Laconvection naturelle le long d’une plaque verticale
est étudiée, en général, en supposant la plaque plongée
dans un réservoir infini de liquide, dont la température
reste constante loin de la plaque sur une horizontale,
aussi bien que sur une verticale. Mais nous verrons
gue les variations de la température sur une verticale,
loin de 1a plaque, peuvent modifier nettement [écoule-
ment. R. Cheesewright [7] a montré quil existe des
solutions affines dans le cas de la plaque isotherme
dans une ambiance a T,,(x;), ou la fonction T, est une
fonction puissance ou une fonction exponentielle de
x1, ou lorsque T,(x1) — Ti(x1) est une constante. Il
donne des résultats numériques dans le cas de lair
pour la plaque isotherme dans une ambiance & To(x;)
fonction puissance de x;. Il trouve alors que les
variations de la température selon x, peuvent passer
par un minimum. On ne connait pas de résultats
expérimentaux sur ce sujet. Aprés avoir repris étude
théorique du probiéme, nous allons en donner, ce qui
démontrera en particulier la réalité de I'existence du
minimum de température.

Pour les grands nombres de Rayleigh, I'écoulement
n'est plus laminaire, le nombre de Nusselt n'est plus
donné par les formules de la couche limite laminaire,
et I'un des problémes qui se pose est la délimitation
exacte des diverses zones d’écoulement. Leurs limites
varient autour d’'une valeur moyenne et paraissent
difficiles & déterminer par visualisation. Il semble plus
stir d’utiliser le graphique du nombre de Nusselt moyen
fonction des nombres de Rayleigh ou de Grashof. On
peut trouver ce graphique avec quelques détails dans
les articles de T. Fujii [8] pour 'eau et Thuile & T, ou
4 flux constant, de Vliet [3] pour I'eau a flux constant,
etdansle rapport de Hugot [9]. A aide de ces résultats
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puis de ceux de nos propres expériences nous avons
cherché & délimiter la transition. Enfin nous essayons
de donner une interprétation aux variations de ses
limites a partir de nos calculs en régime laminaire:
Pécoulement serait stabilis¢ par les phénoménes qui
'accélérent au voisinage de la paroi.

I, LES PROPRIETES PHYSIQUES DES LIQUIDES

Le mouvement du fluide, en convection naturelle,
dépend beaucoup de ses propriétés physiques et de leurs
variations avec la température.

1. Masse volumique

La masse volumique p varie avec la température,
et on introduit un coefficient de dilatation § a la
température T

1dp

ﬁ: “;ﬁ

qui, en général, dépend assez peu de la température
pour qu'on puisse écrire:

pr = pr {1 = f(T—To)).

Mais dans le cas particulier de I'eau f varie beaucoup
avec la température et dans cette derniére formule f
est un coeflicient qui dépend de T et Tp,.

A Taide des valeurs de p données pour Peau dans
fes tables [10] on a calculé:

PT—PTy

T, T) = —— T2
B(To, T) orT—To)

pour
To=20°C et B(To) =TlinT1 B(T, To).
Draprés les résultats portés Figs. 1 et 2, on voit que

B(Ty, T) varie & peu pres linéairement avec T et que
B(To) croit de 88 pour cent entre 20 et 60°C.
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F1G. 2. Coeflicient de dialatation de I'eau. + valeurs calcu-
lées dapres [10]; O valeurs moyennes [6].

2. Viscosité

La viscosité u de I'eau [10] décroit rapidement avec
la température: 74 pour cent entre 20 et 60°C. Ses
variations peuvent étre représentées & I'aide d’une loi
de type hyperbolique.

_ Hr,
1 +S(T— T())

Cependant pour des écarts de température limités a
20°C on a une assez bonne approximation de u(T)
avec une loi linéaire:

HT

ur = pry(1—p(T~Tp)).

On peut faire les mémes observations pour beaucoup
de liquides usuels.

3. Autres propriétés

La chaleur spécifique C, varie en général assez peu
avec la température [10]. Ainsi pour I'eau elle varie de
0,6 pour cent entre 20 et 60°C.

Les variations de la conductibilité thermique A des
liquides avec la température est relativement modérée.
Pour I'eau [11] la conductibilité thermique varie de
8 pour cent entre 20 et 60°C.

IiI. LES EQUATIONS DU MOUVEMENT

Le mouvement du fluide est rapporté¢ au repére
orthonormé Ox;x,x3 tel que Ox; soit vertical dans le
plan de la plaque plane, Ox, perpendiculaire & celle-ci
dirigé vers le fluide libre, Ox; étant le long du bord
d’attaque de la plaque supposée infiniment mince.

La température absolue du fluide est T. Elle prend
les valeurs T,(x;) le long de la paroi chauffante et
T.(x1) au loin de cette paroi. Les composantes de la
vitesse du fluide par rapport aux axes Ox;x,x; sont
respectivement uy, up, 43, sa pression est p, sa masse
volumique p, sa chaleur spécifique C, et sa conducti-
bilité thermique A.
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Les équations générales du mouvement et les con-
ditions aux limites s’écrivent alors:

@ =0
e (ou) =
ot Ox Pl
ﬁu,- 8111' 8x1 Gp 6‘[,’,’
P\l tuiz— )= —pg —————+=
ot % 0x;  Oxi Ox;

eT ér ¢ (. aT Dp
el )= oo o B
X; = =0 T=T,(x)
ui—0 T - Ty(xy)

Xz = 0O

ou t est le temps, 7; la composante courante du
tenseur des contraintes de viscosité, @ la fonction de
dissipation, p la pression, g laccélération de la
pesanteur.

L’action de la pesanteur sur le fluide de masse
volumique variable p, qui crée le mouvement s’exprime
par le terme pg(dx,/Cx;). En général on néglige les
termes de dissipation visqueuse ® et Dp/Dt de
I’équation de I'énergie. Le probléme de la plaque plane
verticale chauffante que nous étudions est un probléme
bidimensionnel. On sait alors que dans I'approximation
de la couche limite p ne varie quavec x;, et 'on en
déduit la relation:

0)(1 (”\p 6X1

—pgm——=— = p BT —To)g

Fx,- (“X,‘

Ex,- '

On introduit un certain nombre de parametres sans
dimension, en mettant les équations sous forme adi-
mensionnelle. Pour les fluides newtoniens de viscosité
1 la solution dépend:

C
—du nombre de Prandtl P = -2
A

—du nombre de Grashof local

. ngﬁ(n_ Tao)’c?
T2

u

—d’un certain nombre de parameétres représentant
les variations des propriétés physiques avec la
température, les variations.de T, et T, avec x;.

G

On suppose le nombre de Grashof suffisant pour
faire les approximations usuelles de la couche limite
bidimensionnelle, qui permettent de réduire le nombre
des équations et le nombre des termes dans chacune
des équations restantes. On introduit alors une fonction
de courant i telle que

o
Uy = ———

Uy =— —
X2 (?xl

0
e

de sorte que I'équation de continuité soit toujours
satisfaite.
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Ensuite pour se ramener a la résolution d’un systéme
d’équations différentielles, on cherche des solutions
affines. Pour cela on a utilisé la méthode des groupes
de transformation telle qu’elle est rappelée par Poulain
[12] ou Ames [13]. On n'a utilisé quun seul des
deux groupes de transformations qu'on a Phabitude
d'introduire: celui qui correspond a des conditions aux
limites en x%, parce qu’il convient pour les expériences.
Nous passons complétement sous silence les solutions
gu’on obtient aussi aisément avec le groupe en exp{ux),
bien qu'au départ nous ayons aussi fait des calculs
dans ce cas [1].

Les équations différentielles ont été ensuite résolues
sur calculateur. Au début de cette étude nous disposions
d’un calculateur analogique Analac (CSF) donnant
dans le meilleur cas une précision de 5 pour mille.
Ensuite nous avons pu utiliser un ordinateur.

1V, INFLUENCE DES VARIATIONS DES PROPRIETES
PHYSIQUES EN CONVECTION NATURELLE
LAMINAIRE, LE LONG D’UNE PLAQUE ISOTHERME,
DANS UN LIQUIDE

Nous avons vu que parmi les propriétés physiques
des liquides, ce sont la viscosité p et le coefficient de
dilatation § qui varient le plus avec la température.
Nous les écrirons sous la forme:

ol T,, est la demi somme de la température du fluide
libre T,. et de la température de la paroi T, supposées
constantes.

1. Solutions semblables
On montre qu'il existe des solutions semblables pour
le probléme de couche limite bidimensionnelle. & con-
dition que T, et T, soient bien indépendantes de x;.
Les longueurs étant rapportées a L et les vitesses a
9B-L(T,— T,), on introduit une fonction de courant
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 adimensionnelle, et on pose:

3PuGpx, | X2 3P\ V4
Y= memx Sty o zfom GolUAF
( 4 ) Xy X 4 !
et T
= G=— "2,
Tp"Tno

ou T est la température courante, Gny, €st le nombre
de Grashof local & I'abscisse x;. L'indice m rappelle
que les propriétés sont calculées a la température T,,.
On devra résoudre

GG + BOF' = 5 GF*~FF"),

m

G"+FG =0,
Y=0, F=F=0 G=1
Y—ow, F-0, G0
Pour la suite nous supposerons g et b linéaires en G
a=1+A(G-05), b=1-B(G-0)5),

ce qui est encore une bonne approximation pour des
écarts de température T,— T, de ordre de 20°C dans
le cas de Veau. La solution du systéme d’équations est
alors de la forme G(Y,P,,A.B), F(Y,P,,A,B). Le
nombre de Nusselt local

Nitg, = GO/ (3P G )M
est de la forme

Nuy, = K(Py, 4, BIGS,

mxy-

2. Résolution des équations dans le cas de l'eau

Nous avons résolu les équations & Paide du calcula-
teur analogique, pour les valeurs de P,, A, B portées
au Tableau 1, qui correspondent aux trois tempéra-
tures T,, = 20, 30, 50°C et a des écarts T,— T, de
0, 10, 20°C. Le calcul des paramétres A et B a été
réalisé pour que Papproximation linéaire de a et b qui

Tableau 1

T -~ , "
“C) P(T.) T,~ T, A B G'(0) F"(0)
0 0 [ — 0,490 0,96
20.. 7,03 { 10 0,2935 0,2215 (0,498 1,10
20 0,7081 0,4066 (3,508 1,27
0 0 0 —{,485 0,95
30.... 5,45 { 10 0,1500 0,1953 --0,492 1,05
20 0,3398 0,3614 —0,499 1,17
0 0 0 —0,474 093
50.... 3.59 { 10 0,0734 0,1565 ~0.479 0,99
20 0,1583 0,2934 107
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est exacte pour T = T, le soit aussi a la paroi

_ AT =p(T) 2<1 _u(%))
p(Tao)—'p(Tm) ’ #(Tm) .

Nous avons obtenu les valeurs des conditions a la
paroi qui sont portées au Tableau 1 ci-dessous. Les
courbes G(Y) tracées par la machine sont pratiquement
superposées lorsque 4 et B varient pour un méme P,,.
Les courbes F'(Y) sont légérement modifiées: le maxi-
mum de F’ est pratiquement constant et il correspond
ades Y un peu plus faibles lorsque 4 et B augmentent.

La précision des calculs sur la machine utilisée est
meilleure que 1 pour cent. Ainsi nous avons besoin de
la troisiéme décimale de G'(0) portée au Tableau I,
mais elle n’est pas rigoureusement exacte. Pour P = 7,
A = B = 0, les conditions initiales exactes sont G'(0) =
—0,492 et F"(0) = 0,965.

3. Résolution pour 'application a d’autres liquides

Les propriétés physiques des liquides autres que
I’eau, pourront en général étre caractérisées par P,
A =0, B. Si on résoud le systéme d’équations diffé-
rentielles pour P, = 5,45, A = 0, B = 0,3614, on obtient
G'(0)= —0,499, F"(0) =1,11. En comparant aux valeurs
du Tableau 1, on voit que A a peu d’influence sur
G'(0); on pourra donc utiliser les valeurs portées dans
ce tableau pour calculer Nu,,, méme si le liquide n’est
pas de I'eau.

Il est possible de réaliser des solutions aqueuses a
faible concentration en soluté qui aient cependant une
trés grande viscosité. De telles solutions seront carac-
térisées par P, trés grand, 4, B. Ainsi il est intéressant
de résoudre le systéme d’équations différentielles pour
P, infini. On obtient les valeurs de G'(0) et F"(0)
portées au Tableau 2. On voit que G'(0) dépend tou-
jours peu de A, alors qu’il décroit lorsque B croit, de
la méme fagon que dans le cas des nombres de Prandtl
plus faibles. Selon [6], la décroissance de G'(0) en
fonction de B doit étre trés lente pour les faibles valeurs
de B.

Tableau 2
A B G'(0) F"(0)
0 0 —0,540 1,08
0 0.3614 —0,558 1,29
0,1500 0,1953 —0,549 1,20
0,3398 0 —0,539 1,13
0,3398 0,3614 —0,557 1,34

V. CONVECTION NATURELLE LAMINAIRE.
INFLUENCE D’UNE AMBIANCE NON ISOTHERME
1. Solutions semblables
L’abscisse adimensionnelle x; rapportée a L est
définie a une constante additive prés, x; est 'ordonnée
correspondante. Les vitesses adimensionnelles u; et u,
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sont rapportées & \/gBL(To— T;) ou T et T, sont deux
températures de référence.

Supposons les variations de T,(x1) et T..(x;) telles
que les expressions correspondantes de

_T-T
T Th-Th

0

s’écrivent:

On(x1,x3 =00) =ax? et Op(x1,x2 =0 =(1+a)xi,
ou a et g sont des constantes. Posons alors:

_0-0,  T—Tex1)

S 0,0, Tyxa) = Tolxy)

On est conduit a introduire la fonction de courant

adimensionnelle y et 4 définir les variables de similitude
par

4

3)PGr,, \M*
(&@_}‘_L,) iz_, 0= G(Y),

Xy
Y= x{g+3)2 szll/‘t((q ‘Z3)P>—3,/4F,

ou Gy, est le nombre de Grashof local 4 I'abscisse x;
construit avec Lx; et Pécart local T,(x;)— T.(x{) de
température entre la paroi et linfini. Les fonctions
F et G sont solutions du systéme d’équations diffé-
rentielles

g+1

1
G+FW=7<Z—~P”—FP,
P\ g+3

4
G' = —FG+—L Fla+G),
q+3

Y=0, F=F=0, G=1,
Yoo, F'-0, G-0
et le nombre de Nusselt local est donné par

3P " 1/4
Nu,, = _G'(o)<(‘1)+_)4_Gf‘*> )

Le parameétre a représente 'amplitude relative des
variations de la température a l'infini T,,. Dans ce qui
suit il sera positif, ainsi que g. On a:

Tao(xl) - Tx(xrl)
(Tp_ Toc)xl - (T;:_ Tao)x'l ’
L’abscisse adimensionnelle réelle x, étant comptée a
partir du bord d’attaque, on pourra étre conduit a

utiliser x; = xo+x; dans les applications pour res-
pecter la forme de 0, et de 0,,.

2. Etude de la solution du systéme pour les grandes
valeurs de Y

Supposons que G et F’ restent tres petits pour des

valeurs suffisamment élevées de Y; on peut alors
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Tableau 3. Résolution pour ¢ = 0,2

J.-M. Piau

Ymin

F;nax Ymax Gmin
0,563 1,55 0.0 x
0,512 1,44 —0,011 4,52
0.41, 1.2¢ —-0,03, 3.9
0,714 2,08 0,0 o
0,605 1,70 —0,014 4,36
0,558 1,59 —0,022 4,15
0.417 1,30 —0.045 3.64
0.825 % 0.0 %
1,60 —0,023 4.14

0,563

P a F"{0) G'(0)
0,0 0924 —0,546
7.... { 0,2 0.884 —0.565
1,0 0,78, ~0.624
0.0 1.00 —0.581
0.1 0,943 —0.581
100..... 0.2 0913 —0.586
1,0 0,800 —0.637
- { 00 1,036 —0,595
0,2 0915 —0,588

linéariser le systéme et obtenir:
N fz 4qa
FY4+FVf i1+ - |+ F"+——F =0
f P P qg+3
ou la constante f,, représente la valeur de F lorsque Y

est grand.

On peut chercher la solution de cette équation en
écrivant F’ sous la forme d’une somme de fonctions
exponentielles exp(aY). Il suffit alors d’étudier les
racines de I'équation Z(x) =0, Z étani le polyéme
obtenu en remplagant F* par «* ! dans le premier
membre de I’équation ci-dessus.

Si (4qga)/(g+ 3) est positif, comme c’est le cas dans
les calculs que nous avons faits, Z(x) = 0 a toujours
deux racines complexes a partie réelle positive, mais
n’a pas de racine réelle positive. Ainsi la solution du
systéme linéarisé est oscillatoire et non amortie quel
que soit P, tant que ga différe de zéro.

Lorsque P tend vers I'infini et que ¢ = 4qa/((g+3) f..)
reste petit devant 1, Péquation a deux racines réelles

négatives et des racines complexes dont la valeur ap-
prochée est 0,5¢'3(1 +i,/3). Ainsi la période des oscil-
lations lorsque ¢ = a = 0,2 est d’environ 29, f,, étant
de l'ordre de 3,1.

On peut montrer, de fagon analogue, que la solution
calculée est trés sensible a une faible erreur sur les
conditions initiales. Cette derniére donne lieu a I'infini
des Y a une erreur dont I'amplitude croit exponen-
tiellement, et qui oscille avec la méme période que la
solution exacte.

3. Résolution numerique

Le systéme a été résolu sur ordinateur par itérations
successives, ou par la méthode de Runge-Kutta. On
I'a aussi résolu avec une moindre précision sur calcula-
teur analogique Analac pour P = 7. Tous les résultats
sont cohérents. Ceux obtenus pour ¢ =02 ont été
rassemblés dans le Tableau 3, et on a reporté Figs. 3 et 4
des courbes tracées au calculateur analogique.

Lorsque a est différent de zéro, la température réduite

10—
k
S os—
© Fiy)
a=0
a=0-2
0
{
) | 2 3 ” 5
y

F1G. 3. Tracé au calculateur analogique des température et vitesse réduites pour P = 7 et g = 0.2.
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/10 2/10

310

F16. 4. Tracé au calculateur analogique des température et vitesse réduites pour P=7; g =055 et a = 1. Aux grandes
valeurs de Y les tracés successifs pour les mémes valeurs initiales donnent des résultats variables.

G s’annule et devient négative, avant de passer par un
minimum G pour ¥ = ¥, puis de croitre & nouvean
en tendant vers zero. La fonction F' qui représente la
vitesse réduite passe par un maximum Fr,. pour
Y = Yix, puis elle décroit vers zéro. Pour les trés
grandes valeurs de Y toutes les fonctions calculées
oscillent autour de zéro, avec une amplitude croissante.
Lorsque g = a = 0,2 et P = 100 'amplitude est presque
nulle pour Y = 30, la période des oscillations est de
Pordrede 30, donc en accord avec Pétude asymptotique
4 P infini.

4. Résultats expérimentaux dans Peau

On donne Fig. 5 les résultats obtenus dans un essai
ol on a créé volontairement un gradient vertical de
température en réglant le réfrigérant de sorte qu’il soit
insuffisamment efficace.

On a des écarts de température entre la paroi et
Ymin de 1,87 et 2,15°C aux abscisses Lx{ = 0,166 et
0266 m respectivement. On peut estimer g = (),56;
ax=11 et xo=025 Si on accepte cette correction
d’abscisse trés élevée, on trouve des nombres de
Grashof locaux de 2,60 et 703.10% le nombre de

N
-t
_Xj\
o5l
B | |
Y

Fi6. 5. + Lx; =0206, O Lx;, =0,166; — Courbe théorigue g = 0,55, a =1, P =7; -~- Courbe théorique g = 0,55,
a =0, P = 54 avec abscisses divisées par 1,17,
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Prandtl étantde 5.4. De plus, on observe un bon accord
des profils de température expérimentaux avec la
courbe théorique tracée sur la figure pour P =7, a =1,
g = 0,55 et qui est sensiblement correcte car les écarts
sur a et P se compensent.

Pour calculer xo a partir de la température en 3
points (x; = 0,2;0,4;0.6)il est commode de commencer
par tabuler la fonction:

og x0+0,6
xo+0,2

o xo+0,6
xo+0,4

Z(xo) =

On peut essayer d’interpréter les mesures en ignorant
les variations de T,.(x), et la correction d’abscisse Lxo.
Pour cela on a porté sur la Fig. la courbe théorique
q=0,55;a=0; P=54, en divisant ses abscisses par
1,17, ce qui correspond a Lx; =0,166m, le plus
favorable des deux profils qui ne sont plus superposés,
de facon a ne pas avoir a reporter les points expéri-
mentaux. On voit qu’il subsiste un désaccord sur la
pente 4 l'origine de l'ordre de 4 pour cent. Ce dé-
saccord peut étre estompé si on fait abstraction des
points aux grandes valeurs de Y et que I'on prend
pour T, la valeurde T a Vi,

On voit donc que le plus souvent on pourra ignorer
les variations de T, dans les expériences, a condition
de prendre pour T, la valeur de T & Ypin.

A Tissue de ce travail nous avons eu connaissance
d’un article de R. Eichorn [14] qui résoud par un
développement en série de fonctions le cas particulier
g=1, a= —1 (T, constante, ¢T./¢x; constant). Il
donne des résultats numériques pour divers nombres
de Prandtl, qui montrent aussi que la température ré-
duite G peut devenir négative.

VL. LA ZONE DE TRANSITION EN
CONVECTION NATURELLE

1. Les paramétres du probléme

On est 2 la limite inférieure (LT) ou a la limite
supérieure (TT) suivant x; de la zone de transition
lorsqu’il existe une certaine relation entre les divers
parameétres adimensionnels de I’écoulement,

Nous considérons ict que peuvent intervenir:

—Ile nombre de Grashof local G,

—le nombre de Prandt] P
-la répartition des températures de surface selon
X1, soit g si elles sont en x%, en laminaire

—la répartition des températures du fluide libre, sur
une verticale, soit a comme au chapitre V

—la variation des propriétés physiques due a I'im-
portance des écarts de température T,— T, repré-
sentée par plusieurs parameétres M.
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Nous écrirons la relation cherchée sous la forme:
Ra(xy)y = (PGy,)o = f(Py.q.a. M)

lindice co indigquant que les propriétés sont calculées
a la température du fluide libre. C’est 'expérience aux
nombres de Prandtl d’ordre supérieur & 1 qui suggére
de considérer le nombre de Rayleigh Ra(x,) local, parce
que le plus souvent les nombres de Prandtl et de
Grashof se manifestent par leur produit.

11 est nécessaire de préciser la forme de 'ensemble
des paramétres M. Ainsi pour les gaz les variations
de propriétés physiques se manifestent par linter-
médiaire de u(T)/u(T,) dans I'équation des quantités
de mouvement, de A(T)/A(T,.) dans I'’équation de Iéner-
gie et par l'intermédiaire de p(T..)/p(T) dans toutes les
équations. En général on prend:

MT) _ (T _ (1) _ T _ T

MTx) wTe) \Tw p(T) T
soit lorsque les écarts de température restent modérés:
MT T,— T T, T,— T,
f“:“m:u-m" 0 P ):Hp 0
MTe)  wu(Ty) T. p(T) T,

ol @ est la température réduite T— T, /T, — T, . Cest-
a-dire que M représente les parameétres met T,— T, /T-,
ainsi que les formes réduites des lois de variation des
propriétés physiques.

Pour les liquides on fait intervenir u(T)/u(T..). Avec
l’eau il faut considérer également S(T. T..)/f(T,) com-
me on I'a vu chapitre IL. Lorsque T,— T, reste modéré
on peut supposer que ces parameétres s’expriment
linéairement en fonction de la température réduite 0.
Ainsi M représente les paramétres:

M) = ptT)
u(T;)

ATy T2)
BT.)

et les formes réduites des lois de variation des pro-
priétés physiques.

L'intérét de ces linéarisations est que la forme
littérale de la divergence du tenseur des contraintes
est la méme pour un gaz et un liquide, a propriétés
physiques variables. Par conséquent, lorsque les écarts
de température restent faibles, I'influence des variations
de viscosité avec la température peut étre représentée
par le méme paramétre My, qui se calcule a l'aide de:

T,— T,
Mo=m——:—
T,
pour les gaz (m = 0,768 pour I'air)
AR

¢ w(T,)

pour les liquides.
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Par contre, U'influence des variations de p pour les
gaz, de f§ pour les liquides n’ont rien & voir P'une avec
'autre, et si on veut en tenir compte il faut a priori
traiter séparément le cas des gaz et celui des liquides,
qui répondent a des équations différentes de leur point
de vue, méme pour les faibles écarts de température.

Des calculs [16] numériques sur Pinfluence des
variations de viscosité avec la température en convec-
tion forcée, montrent qu'on a une stabilisation dans
les liquides et une déstabilisation dans lair. Il sera
intéressant de comparer ceci aux expériences de con-
vection naturelle.

Parmi les paramétres adimensionnels il faudrait
encore introduire les sources extérieures de perturba-
tion, la forme du bord d’attaque, I'état de surface de
la plaque chauffante, et peut-étre un paramétre habi-
tuellement négligé en convection naturelle [15]

B g(Lxy)
C(T—To)
Ils ont la particularité d'étre sans influence évidente,

ou d’étre difficiles & chiffrer dans les expériences
courantes.
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2. Interprétation des résultats des auteurs

(a) Essais sur lair [9]. Nous avons utilisé le graphique
de la Fig. 6 page 14 de ce rapport. Sur Pensemble des
résultats on voit que les nombres de Rayleigh critiques
décroissent quand 7,— T, croit. Il est assez délicat
d’estimer ou se situe exactement la transition au vu du
graphique. Nous avons quand méme essayé d’utiliser
deux des essais pour avoir LT et TT. On a lu et
calculé les résultats portés Tableau 4.

(b) Essai sur leau le long d'une plaque verticale a flux
constant [3]. Nous avons utilisé les relevés de 7,~ T,
de la page 521 qui nous ont permis de calculer les
paramétres adimensionnels pour TT et LT & la fois,
que nous avons portés au Tableau 5.

L’auteur ne donne pas les relevés de T,.(x;) mais on
peut penser que a est faible au moins pour les écarts
T,— T. les plus petits. L’allure générale des courbes
donnant le nornbre de Nusselt en fonction d’un nombre
de Rayleigh modifié (Fig. 7(a), page 522) indique que
la transition se produit a des valeurs plus élevées du
nombre de Rayleigh habituel, calculé & la température
de film, quand T,—T.. augmente, soit une évolution
inverse de celle observée pour les gaz.

Tableau 4
(T, T.rC M, Ra{x;) B x10° P q a e
63,5 0,163 LT3,1.10° 12 0,7 0,2 ~0 0,768
TT8,7.10°
88,5 0,227 LT22.10° 7 0,7 0,2 ~0 0,768
TT55.10°
Tableau 5
Essai LT (1,-T..C M Raix), x 107° T. s
T = Tedxy M,y @{X1)e X e g Bx 10
LT 7,66 -0,15 39 20
Va — 239 0.2 —
TT 497 —0.10 44,5 37
LT 24,07 -0,38 332 4 h
V2 - 239 0.2
T 14,81 -0.27 589 95
LT 36,20 —045 359 2.1
Vs B 333 0,2 e
TT 21,89 —-0,32 110 6
LT 52,19 —0,58 28.8 14
Vs B 256 0,2 -
TT 31,90 —045 86,9 3R
LT
v, — 20,5 0,2
TT 52,27 —0,61 60,2 1.9
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Tablean 6
Essai T."C (T,—-T.)'C Mo Rafxy), x 1077 4
eau Fig. 5(a) LT 26 27 —0,40 6.3 o
TT 26 27 —-04 367
eau Fig. 5(b) LT 36 3 —042 130 0.2
TT 36 23 —-0,33 49.6
eau Fig. 8(b} & LT 35 34 —043 235 0.2
eau Fig. 8(a) O LT 16 10 —0.21 94 0
TT 16 10 —0.21 274
\Y4 LT 44 71 —0,35 20 0
TT 44 71 45
Spindle oil O LT 23 34 —0,53 39 0
Fig. 9(a)
(P, = 170}
Mobiltherm < LT 45 77 —-09 363 0
Fig. 10(a)
TT 45 77 —-09 74

(P, = 500)

On peut également remarquer que pour les faibles
T,— T les valeurs de Ra pour LT et pour T'T devien-
nent voisines.

Un essai (V) avec un fil horizontal de 9,5mm de
diamétre placé contre la plaque montre la grande
influence que cette perturbation peut avoir: la transi-
tion LT et TT commence beaucoup plus tot. D’autres
essais avec de I'eau froide ou de 'eau chaude (Figs. 7(b)
et 7(c), page 523) ont été faits pour préciser l'influence
du nombre de Prandtl: avec l'eau froide la transition
aurait lieu nettement plus tot, au contraire avec 'eau
chaude elle aurait lieu a peu prés comme a température
ambiante. A notre avis ceci n'a rien a voir avec une
influence de P sur Ra(x;)., mais est peut-étre Iié a
I'influence des variations de § avec la température, si
tous les autres paramétres de P'expérience ont bien été
maitrisés par lauteur.

Celui-ci affirme page 524 que la stratification du
fluide est stabilisante, ce qui peut étre considéré comme
en opposition avec dautres études comme nous le
verrons plus loin.

(¢) Essais le long d’un cylindre vertical [8]. Ces essais
ont été faits avec un cylindre chauffant de 82 mm de
diamétre et de 1 m de haut et la courbure du cylindre
a peut-étre une influence sur la transition. On peut
remarquer aussi que I'enceinte qui contient le liquide
n'a que 385mm de diamétre et de plus qu'il y a un
circuit d’eau de refroidissement autour et sur toute la
hauteur de cette enceinte, ce qui n'est pas favorable
pour empécher la stratification du fluide, surtout pour
les huiles. Néanmoins on dispose dans cet article de

relevés dans I'eau et dans T'huile, a flux ou a tempéra-
ture constante qui présentent de Pintérét. Certains ont
été utilisés dans le Tableau 6. On n’a pas pu chiffrer a,
bien qu'il intervienne réellement.

L’auteur indique également que Ra(x;), doit de-
pendre fortement de la stratification. 11 donne des
résultats et une formule dimensionnelle p. 782. On
peut en retirer que Ra(x,),, varie aisément d'un facteur
10 selon le gradient de températurc réalisé dans le
fluide libre.

(d) Paramétres dégagés. On a porté sur la Fig. 6
tous les résultats ainsi obtenus pour la transition LT.
[ semble que M, soit un parameétre, et que certains
des résultats soient plus ou moins exacts. En particulier,
il faudrait chiffrer le parameétre a. Chez Vliet ot a est
plus faible, les Ra,, sont plus grands que chez Fujii.

L’influence de ¢ et de P n'est pas évidente.

Les résultats relatifs a la transition 7T sont analo-
gues. Ils ont été reportés Fig. 7.

3. Essais avec de Teau

Nous avons effectué un certain nombre d’essais
avec une plaque chauffante en cuivre de 1 cm d’épais-
seur, de 0,6m de large et 1 m de haut dans l'eau [1].
Les différentes zones d’écoulement ont été délimitées
d’aprées la forme du profil de température 7,(x,).

On a porté Figs. 7 et 8 les variations de Ra(xy)..
ainsi obtenues en fonction de M, et de «.

Les résultats sur ['air ont été conservés parce qu’ils
semblent en correspondance avec ceux sur les liquides.

On voit que la variation des propriétés physiques
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FIG. 6. Transition LT: + air [9]; V eau ¢=02 [3];
[J eau et huile g = 0 [8]; W eau g = 0,2 [8].
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Fi1G. 8. Transition TT: + air [9]; V eau ¢ =02 [3];
[ eau et huile g = 0 [8]; W eau ¢ =02 [8]; O eau [1]
avec a porté en indice auprés de chacun des deux points.
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est stabilisante. Il semble bien que M. qui représente
I'influence des variations de viscosité soit le paramétre
important de I'ensemble M, pour nos essais. On peut
penser que pour des valeurs nettement plus élevées des
écarts de température, des parameétres supplémentaires
M autres que M, doivent intervenir, et que la décrois-
sance du nombre de Rayleigh avec M, doit s’atténuer.

On voit également que le gradient de température
dans le fluide libre est au contraire déstabilisant, comme
on pouvait s’y attendre.

Dans nos essais la surface plane chauffante n’est pas
parfaitement lisse, il y a des petites aspérités de chrome
et des joints entre les plaques. Il est bien difficile de
dire quel est le role de ces imperfections. On peut
penser qu’il est faible, et qu'elles nous ont permis en
fait d’avoir une transition normale, non retardée. On
sait en effet qu’en supprimant toutes les perturbations
des écoulements, on peut retarder la transition.

Lorsque les perturbations sont importantes, on peut
également penser qu'il existe, comme dans les écoule-
ments forcés, un nombre de Rayleigh critique inférieur.
Mais si ce nombre existe, il n'a pas I'intérét pratique
du nombre de Reynolds critique des écoulements
forcés, parce qu'il ne correspond sans doute pas aux
conditions usuelles.

ViI. CONCLUSION

Nous avons donc établi I'influence des variations de
propriétés physiques et celle de la stratification. Nous
avons démontré la réalité de I'existence d’'un minimum
dans la répartition des températures sur une hori-
zontale, lorsqu’il y a stratification. D’aprés nos essais
avec I'eau ces deux phénomeénes semblent avoir une
grande importance dans I'apparition de la transition.

Toutefois il reste nécessaire que d’autres essais sur
la transition soient effectués avec des fluides allant
des gaz aux liquides a grand nombre de Prandtl; et
pour séparer les paramétres, avec des fluides dont les
propriétés physiques varient peu avec la température.
Soulignons que la conception des installations expéri-
mentales est délicate, si on veut parfaitement controler
I’écoulement.

Enfin nous avons cherché une interprétation de nos
propres résultats sur la transition d’aprés nos calculs
en laminaire. Nous avons remarqué qu’une plus grande
stabilité, c’est-a-dire apparition de la transition pour
un plus grand nombre de Rayleigh correspond tou-
jours & un phénomene accélérateur de I’écoulement au
voisinage de la paroi: dans les gaz la variation des
propriétés physiques décélere ’écoulement et semble
déstabilisante, dans les liquides elle accélére I'écoule-
ment et semble stabilisante, la stratification décélére
P’écoulement et est déstabilisante.
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INFLUENCE OF PHYSICAL PROPERTIES VARIATIONS AND OF STRATIFICATION
ON NATURAL CONVECTION

Abstract —This paper is about steady natural convection along a vertical flat plate. The influence of
stratification and of physical properties variations with temperature have been studied for the laminar
flow. The equations are solved for the case of liquids; experiments were carried out with water.
Transition to turbulent convection has been studied experimentally. The influence of the variations
of viscosity with temperature and that of stratification on the critical Rayleigh number are emphasized.
A possible explanation of these influences is given both for liquids and gases.

EINFLUSS DER ANDERUNGEN DER PHYSIKALISCHEN STOFFWERTE
UND DER AUSRICHTUNG BEI NATURLICHER KONVEKTION

Zusammenfassung — Dieser Artikel behandelt die natiirliche Konvektion entlang einer ebenen vertikalen
Platte. Im Falle laminarer Stromung wurde der FinfluB der Anderungen der physikalischen Eigenschaften
mit der Temperatur und der EinfluB der Ausrichtung der Stromung untersucht. Die Rechnungen wurden
fiir Flussigkeiten ausgefiihrt; bei den Versuchen wurde Wasser verwendet.

Der Ubergang zu turbulenter Stromung wurde experimentell untersucht. Es wird der Einflul der
Anderungen der Viskositdt mit der Temperatur gezeigt und ebenfalls der Einflull der Ausrichtung der
Stromung auf die kritische Rayleigh-Zahl. Es wurde versucht, diesen EinfluB sowohl fiir Flissigkeiten

als auch fiir Gase zu deuten.

BJIMSAHUE UBMEHEHUWSA ®U3NYECKUX CBOVCTB U CTPATUGHUKALIMU
HA ECTECTBEHHYHKO KOHBEKLIMIO

AnnoTauus — B cTaTbe paccMaTpUBaCTCA €CTECTBEHHAs KOHBEKIWA BIOOb BEPTHKAIBHOW TNOCKOIH
NAacTUHBL. M3y4eHO BAMsHME HA KOHBEKLIMIO W3IMEHEHHS QU3UYECKUX CBOMCTB, CBSI3aHHOTO C M3Me-
HEHHEM TEMIIEPATYPBI, U BIUAHUE CTPAaTHOHKALMH TP JTaMMHapHOM pexume. [1poseaenHbie pac-
YEThl OTHOCATCA K HECHKHMACMOMN XUAKOCTH. ONbITHl MPOU3BOAUIINCH C BOOOM.
IMepexoa K TypOYJNEHTHOMY PEXHUMY HM3Y4YEH SKCIEPUMEHTANbHO. OOHApYKEHO BIUSHUE MeEpe-
MEHHOM BA3IKOCTH, a Takke CTpaTHOHUKAUUN KUIKOCTH Ha KpUTHYecKoe Ynuciao Penes. Jlaetca uurep-
MpeTaLmsl 3TOTO BAMSHUS OGHOBPEMEHHO IUISl )KMIKOCTH M Tasa.



